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Аналитическое введение

Алгебра операторов max и min
Если функция 
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 есть функция 
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Лемма. 
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Доказательство. Пусть в точке x0 реализуется максимум 
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 По определению максимума 
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, откуда следует 
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Обратно, пусть в точке x1 выполняется равенство 
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Сравнивая два доказанных неравенства, получим нужное равенство.

Лемма. 
[image: image15.wmf][
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Лемма. 
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Лемма. 
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Доказательство. Пусть 
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. Складывая, получим 
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Пример. Если f(x)=–x(x–2) а g(x)=–x(x+2), то 
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Лемма. 
[image: image22.wmf][
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Лемма. Если f(x)(g(x) для любого x(X, то 
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Доказательство. Выберем точку x0 так, что 
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, что и требуется доказать.

Лемма. Если f(x)<g(x) для любого x(X, то 
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Лемма. Если f(x)(g(x) для любого x(X, то 
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Лемма. 
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Пример. Коллективизация.

Лемма. 
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Следствие. Функция 
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 может быть негладкой даже для аналитической функции F(x,y).

Доказательство. Если F(x,y)=xy и Y=[–1,1], то f(x)=(x(.

Операторы max и min и кванторы

Лемма. 
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Лемма. 
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Лемма. 
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Доказательство. По определению верхней грани для любого x выполняются неравенства 
[image: image34.wmf]()sup()

xX

fxfx

Î

£

 и 
[image: image35.wmf]()sup()

xX

gxgx

Î

£

. Складывая, получим 
[image: image36.wmf]()()sup()sup()

xXxX

fxgxfxgx

ÎÎ

+£+

, то есть число 
[image: image37.wmf]sup()sup()

xXxX

fxgx

ÎÎ

+

 является одной из верхних граней функции f(x)+g(x). Но тогда наименьшая верхняя грань этой функции не превосходит данного числа, что и требуется доказать.

Топология операторов max и min
Лемма. Если функция F(x,y) непрерывна на произведении метрических компактов X и Y, то функция 
[image: image38.wmf]()max(,)
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 непрерывна на X
Доказательство. Функция непрерывна на компакте, значит, по теореме Вейерштрасса она равномерно непрерывна. Следовательно, для любого (>0 найдется такое (, что (F(x1,y)–F(x2,y)(<(, если только (x1–x2(<(. 

Выберем точки y1 и y2 так, что 
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. Тогда F(x1,y1)<F(x2,y1)+( и тем более 
[image: image41.wmf]112

(,)max(,)

yY

FxyFxy

e

Î

<+

, или, что то же самое, 
[image: image42.wmf]12

max(,)max(,)

yYyY

FxyFxy

e

ÎÎ

<+

. Аналогично, 
[image: image43.wmf]222121

max(,)(,)(,)max(,)

yYyY

FxyFxyFxyFxy

ee

ÎÎ

=<+£+

.

Сравнивая доказанные неравенства, получим 
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, если  (x1–x2(<(, что в силу произвольности ( означает равномерную непрерывность функции f. 

Операторы argmax и Argmax
Определение. 
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 обозначает произвольную точку множества 
[image: image47.wmf]Argmax()

xX

fx

Î

.

Лемма. Если функция  f(x) непрерывна, то множество 
[image: image48.wmf]Argmax()
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 замкнуто.

Доказательство. В силу непрерывности функции f для любого x(X множество O(x)={y(X: f(y)(f(x)} замкнуто. Непосредственно проверяется, что 
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xX

xX

fxOx

Î

Î

=

I

. Теперь лемма следует из того, что пересечение замкнутых множеств замкнуто.

Определение. Если X  и Y  – множества, то функция F:X(2Y называется точечно-множественным отображением из X в Y.

Определение. Множество точек {(x,y): x(X, y(F(x)} называется графиком точечно-множественного отображения F:X(2Y.

Определение. Точечно-множественное отображение F называется замкнутым, если его график замкнут.

Лемма. Если f:X(Y(
[image: image50.wmf]¡

 – непрерывная функция, то точечно-множественное отображение 
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 замкнуто.

Доказательство. Пусть (x0,y0) не принадлежит графику отображения 
[image: image52.wmf]()Argmax(,)
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. Тогда существует точка y1, для которой f(x0,y0)<f(x0,y1). Функция ((x,y)=f(x,y)–f(x,y1)непрерывна, поэтому найдется такое (, что неравенство f(x,y)<f(x,y1) будет выполняться для всех x и y, удовлетворяющих условиям (x–x0(<( и (y–y0(<(, то есть пары (x,y), удовлетворяющие этим условиям, принадлежат дополнению графика отображения F. Следовательно, это дополнение открыто, а сам график замкнут.

Лемма о замкнутом графике. Пусть X и Y – компактные метрические пространства, f:X(Y – функция. Если отображение F:X(2X, определенное условием F(x)={f(x)} замкнуто, то функция f непрерывна.

Доказательство. Пусть произвольная последовательность xn(x, и y – предельная точка последовательности f(xn). Тогда y(F(x), то есть y=f(x), что и требуется доказать.

Следствие. Если функция 
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определена однозначно, то она непрерывна.

Лемма. Если X  и Y  – компактные множества, а f:X(Y(
[image: image54.wmf]¡

 – непрерывная функция, то минимум 
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Доказательство. Множество 
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 – замкнутое подмножество компактного множества X(Y, поэтому компактно. Следовательно, существует точка (x0,y0), для которой 
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. В силу произвольности x1 отсюда следует, что x0 – точка минимума функции 
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, что и требовалось доказать.

Теорема Брауэра

Брауэр Лёйгден Эгберт Ян (1881–1966).

Определение. Точка x(X называется неподвижной точкой отображения f:X(X, если f(x)=x.
Определение. Множество X обладает свойством Брауэра, если всякое непрерывное отображение f:X(X имеет неподвижную точку.
Теорема (Брауэр, 1912 г). Выпуклое компактное подмножество конечномерного евклидова пространства обладает свойством Брауэра. 

Доказательство разобьем на несколько лемм. Но сначала введем необходимые понятия.

Определение. Множество X гомеоморфно множеству Y, если существуют отображение f:X(Y и обратное ему отображение f–1:Y(X, причем оба эти отображения непрерывны.

Лемма. Отношение гомеоморфности рефлексивно, симметрично и транзитивно.

Доказательство. Гомеоморфизм X и X осуществляет тождественное отображение. Если отображение f:X(Y осуществляет гомеоморфизм X и Y, то обратное отображение 
f–1:Y(X  осуществляет гомеоморфизм Y и X. Наконец, если отображение f:X(Y осуществляет гомеоморфизм X и Y, а отображение g:Y(Z осуществляет гомеоморфизм Y и Z, то композиция 
[image: image61.wmf]:
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Лемма. Если множества X и Y гомеоморфны, и одно из них обладает свойством Брауэра, то и другое обладает свойством Брауэра.

Доказательство. Пусть X обладает свойством Брауэра, отображение  f:X(Y осуществляет гомеоморфизм X и Y и g:Y(Y – произвольное непрерывное отображение. Отображение 
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 непрерывно, и потому имеет неподвижную точку x0, то есть 
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, то есть f(x0) – неподвижная точка отображения g, что и доказывает лемму.

Определение. Пусть X – компактное выпуклое множество в евклидовом пространстве, а o – его внутренняя точка. Функция (, определенная условием

[image: image65.wmf]()inf:

x

xtX

t

m

ìü

=ÎÎ

íý

îþ

¡


называется функцией Минковского множества X относительно точки o.
(Здесь и далее точка x канонически отождетсвляется с вектором ox).
Очевидно, ((o)=0. В силу компактности, для x(o нижняя грань в определении функции Минковского достигается. Кроме того, 
[image: image66.wmf]{
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Определение. Функция f называется субаддитивной, если f(x+y)(f(x)+f(y) для любых x и y.
Лемма. Функция Минковского ( субаддитивна.
Доказательство. Если одна из точек x или y совпадает с точкой o, утверждение очевидно. В противном случае вектор 
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()()()()()()()()

xyxxyy

xyxyxxyy

mm

mmmmmmmm

+

=×+×

+++

 есть линейная комбинация векторов 
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, принадлежащих множеству X, а потому сам принадлежит множеству X. Значит, по определению функции Минковского 
((x+y)(((x)+((y), что и требуется доказать.
Лемма. Функция Минковского ( непрерывна.
Доказательство. Докажем сначала непрерывность в точке o. Фиксируем ( так, что (-окрестность точки o принадлежит внутренности множества X. Пусть точка x(o принадлежит этой (-окрестности. Точка 
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 принадлежит границе множества X, а потому не принадлежит (-окрестности точки o, то есть 
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. Следовательно, функция ( непрерывна в точке o.
В силу субаддитивности функции ( выполняется неравенство ((x)(((x-y)+((y), или ((x)–((y)(((x-y). Аналогично, ((y)–((x)(((y-x). Поэтому 
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. Непрерывность функции Минковского в произвольной точке x следует из этого неравенства и ее непрерывности в точке o.

Лемма. Пусть X и Y – компактные выпуклые множества одного евклидова пространства с непустыми внутренностями. Тогда множества X и Y гомеоморфны.

Доказательство. Не ограничивая общности, можем считать, что точка o является внутренней точкой обоих множеств. Пусть ( – функция Минковского множества X относительно этой точки, а ( – функция Минковского множества Y относительно той же точки. Рассмотрим отображение F оапределенное условием
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Непосредственно проверяется, что функция F отображает множество X на множество Y.
Очевидно, отображение F непрерывно во всех точках, кроме точки o. Покажем, что оно непрерывно и в точке o. Фиксируем ( так, что (-окрестность точки o принадлежит внутренности множества X. Тогда, как показано выше, 
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. Множество Y компактно, а значит, ограничено, то есть существует такая константа M, что 
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 для любой точки y(Y. При любом x точка 
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. Таким образом, для любого x выполняется неравенство 
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, откуда непрерывность отображения F в точке o следует непосредственно.
Легко видеть, что отображение 
[image: image82.wmf]F

, определенное условием
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обратно отображению F. Как и выше показывается, что оно непрерывно и отображает Y на X. Лемма доказана.
Определение. Пусть x0,x1,…,xn – точки в евклидовом пространстве, причем векторы x0x1,…,x0xn линейно независимы. Выпуклая оболочка этих точек называется n-мерным симплексом. Точки x0,x1,…,xn  называются его вершинами.
По определению, для любой точки x симплекса с вершинами x0,x1,…,xn  найдутся такие неотрицательные числа (0(x),(1(x),…,(n(x), что выполняются равенства
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Определение. Числа (0(x),(1(x),…,(n(x) называются барицентрическими координатами точки x.
Лемма. n-мерный симплекс в n-мерном пространстве является выпуклым компактным множеством с непустой внутренностью.

Доказательство. Выпуклым рассматриваемое множество является по определению. Его внутренность состоит из тех точек, все барицентрические координаты которых строго положительны. Компактность следует из его замкнутости и ограниченности.

Из всего сказанного выше следует
Лемма. Выпуклое компактное множество в n-мерном евклидовом пространстве, имеющее непустую внутренность, гомеоморфно n-мерному симплексу.

Определение. Пусть Y – непустое подмножество множества {x0,x1,…,xn} вершин симплекса. Выпуклая оболочка множества Y  называется гранью этого симплекса.
Определение. Пусть заданы симплексы S, S1,…,Sk. Говорят, что семейство S1,…,Sk задает триангуляцию симплекса S, если объединение множеств S1,…,Sk равно S, а любые два симплекса семейства S1,…,Sk либо не пересекаются, либо пересекаются по их общей грани. Множество вершин симплексов S1,…,Sk будем называть вершинами триангуляции.

· Эммануэль Шпернер (1905– )
Лемма (Э. Шпернер, 1928 г.). Пусть задана триангуляция S1,…,Sk n-мерного симплекса S. Раскрасим вершины триангуляции в n+1 цвет так, что вершины симплекса S будут окрашены в разные цвета, а все вершины разбиения, принадлежащие некоторой грани симплекса S покрашены в один из тех цветов, в которые покрашены вершины этой грани. Тогда среди симплексов S1,…,Sk найдется такой, вершины которого также раскрашены в разные цвета.
Доказательство. Будем называть симплекс правильным, если все его вершины раскрашены в разные цвета. Индукцией по числу измерений докажем чуть более общее утверждение: число правильных симплексов разбиения нечетно.
Для одномерного симплекса утверждение очевидно.
Пусть оно уже доказано для всех симплексов, размерность которых не превосходит n–1. Докажем его для симплексов размерности n.

Назовем (n–1)-мерную грань симплекса разбиения отмеченной, если ее вершины окрашены теми цветами, которыми окрашены вершины x1,…,xn. Обозначим ci число отмеченных граней у симплекса Si. Очевидно у правильного симплекса ci=1, а у неправильного ci=0 или ci=2.
Рассмотрим сумму c1+…+ck. При вычислении этой суммы, отмеченные грани разбиения, лежащие внутри симплекса S посчитаны дважды. А отмеченные грани разбиения, лежащие на границе большого симплекса, посчитаны по одному разу. По предположению индукции, число таких граней нечетно. Значит, нечетна и рассматриваемая сумма. Следовательно, нечетным будет количество входящих в нее нечетных слагаемых, а им соответствуют правильные симплексы. Лемма доказана.
Определение.  Диаметром множества называется точная верхняя грань расстояний между двумя его точками.
Лемма. Диаметр симплекса равен максимальному из расстояний между его вершинами.

Пусть y0,y1,…,yn – произвольная перестановка множества x0,x1,…,xn вершин симплекса S. Рассмотрим симплекс с вершинами 
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Если мы переберем все m=n! перестановок, мы получим m различных симплексов S1,…,Sm. Индукцией по числу измерений доказывается
Лемма. Семейство S1,…,Sm задает триангуляцию симплекса S.

Определение. Описанная триангуляция называется барицентрической триангуляцией ранга 1.
Лемма. Пусть ( – диаметр симплекса S, а ( – диаметр одного из симплексов его барицентрического подразделения ранга 1. Тогда 
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Доказательство. Точка zn делит отрезок с концам z0 и 
[image: image88.wmf]1
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 в отношении n:1. Длина этого отрезка не превосходит диаметра симплекса S, так как отрезок содержится в симплексе. Для остальных ребер маленького симплекса рассуждения аналогичны.

Определение. Пусть S1,…,Sk – барицентрическая триангуляция ранга l симплекса S. Построим барицентрические триангуляции ранга 1 всех симплексов S1,…,Sk. Семейство всех получившихся симплексов называется барицентрической триангуляцией ранга l+1 симплекса S.

Из предыдущей леммы следует

Лемма. Максимальный из диаметров симплексов барицентрического подразделения ранга l стремится к 0 при l((.

Лемма. Любое непрерывное отображение симплекса в себя имеет неподвижную точку.

Доказательство. Пусть задано непрерывное отображение F симплекса S в себя. Покрасим вершины x0,x1,…,xn симплекса S в различные цвета.

Рассмотрим барицентрическую триангуляцию S1,…,Sk ранга l симплекса S. Пусть y – вершина этой триангуляции. Если y=F(y), то лемма доказана. В противном случае непременно найдется такой номер k, что 
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. Выберем такой номер и покрасим вершину y в тот же цвет, в который покрашена вершина xk симплекса S. Получим раскраску, удовлетворяющую условиям леммы Шпернера. Поэтому найдется симплекс триангуляции, вершины которого окрашены в разные цвета. Выберем один такой симплекс Sl и обозначим его вершины 
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 в таком порядке, что точки 
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 и xk окрашены в один цвет. Тогда 
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Последовательность 
[image: image93.wmf]123
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 содержится в компактном множестве (симплексе S), значит из нее можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к некоторой точке y. Чтобы не усложнять обозначений, будем считать, что сама последовательность имеет предел. Так как диаметры симплексов Sl стремятся к нулю, все последовательности 
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 стремятся к тому же пределу y. Переходя к пределу в неравенстве 
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, получим неравенство 
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, отсюда следует, что 
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, то есть y=F(y).

Лемма, а вместе с ней и теорема Брауэра, доказаны.
Определение. Подмножество Y множества X называется его ретрактом, если существует непрерывное отображение f:X(Y, такое что f(y)=y для любого y(Y.

Теорема о барабане. Граница шара в конечномерном евклидовом пространстве не является его ретрактом

Следствие. Граница выпуклого компактного множества в евклидовом пространстве, имеющего непустую внутренность, не является его ретрактом.

Доказательство. Допустим противное. Пусть отображение r осуществляет ретракцию множества на его границу, а отображение f, осуществляет гомеоморфизм этого множества  и шара в пространстве той же размерности. Тогда отображение 
[image: image99.wmf]1
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 осуществляет ретракцию шара на его границу, что приводит к противоречию.

Определение. Пусть A и B – непересекающиеся подмножества множества X. Говорят, что замкнутое подмножество C является перегородкой между A и B, если его дополнение X\C является объединением таких непересекающихся множеств U и V, что A(U и B(V.

Пусть K={(x1,…xn): –1(xi(1, i=1,…,n} – куб в n-мерном пространстве, 
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 – его грани.

Теорема о перегородках в кубе. Если C1,…,Cn – перегородки, отделяющие грани 
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,...,

n

KK

++

 от граней 
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 соответственно, то пересечение множеств C1,…,Cn не пусто.

Предложение. Утверждения теоремы Брауэра, теоремы о барабане и теоремы о перегородках в кубе эквивалентны.

Доказательство. Докажем сначала, что теорема Брауэра следует из теоремы о барабане. Допустим противное. Тогда существует непрерывное отображение g шара B в себя, не имеющее неподвижных точек. Определим отображение f шара B на его границу S следующим образом. Для любой точки x(B, луч, выходящий из точки g(x) и проходящий через точку x, пересекает границу шара S в единственной точке y. Положим f(x)=y. Непосредственно проверяется, что так определенное отображение непрерывно и f(x)=x, если x(S. Но это противоречит теореме о барабане.

Докажем, что теорема о барабане следует из теоремы Брауэра. Вновь допустим противное. Пусть r – отображение, осуществляющее ретракцию шара B на его границу S, а a – отображение, ставящее в соответствие точке x(S точку, симметричную ей относительно центра шара. Тогда отображение 
[image: image104.wmf]ar

o

шара в себя не имеет неподвижной точки, вопреки теореме Брауэра.

Докажем, что из теоремы о перегородках в кубе следует теорема о барабане. Допустим противное. Тогда существует ретракция куба K на его границу Q. Рассмотрим пересечение Pi множества Q с гиперплоскостью, задаваемой уравнением xi=0. Это пересечение образует перегородку между гранями 
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. Пересечение множеств Pi пусто, поэтому пусто и пересечение из прообразов Ri={x(K: r(x)(Pi} при отображении r. Непосредственно проверяется, что Ri является перегородкой между множествами 
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 уже в самом кубе, а это дает противоречие.

Докажем, наконец, что из теоремы Брауэра следует теорема о перегородках в кубе. Пусть 
[image: image109.wmf]()min.
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 Эта функция непрерывна, как минимум непрерывной функции по компактному множеству. Пусть 
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Непосредственно проверяется, что она непрерывна. Поэтому непрерывным будет и отображение F(x)=(x1–(1(x),…,xn–(n(x)). На прямой, проходящей через точку x перпендикулярно гиперплоскости xi=0 найдется по крайней мере одна точка ci принадлежащая перегородке Ci. В силу определений функций (i и (i число xi–(i(x) лежит между xi и i-ой координатой точки ci. Поэтому отображение F переводит куб K в себя. Тогда по теореме Брауэра оно имеет непрерывную точку x0. В этой точке (i(x0)=0 и, в силу замкнутости Ci выполняется включение x0(Ci для всех i=1,…,n. Предложение доказано. 

Теорема Какутани

Kakutani S.

Лемма 1. Пусть a(Rn – фиксированная точка, x(Rn – переменная. Тогда функция (x–a( выпукла.

Доказательство. Пусть x,y – две любые точки. Тогда в силу неравенства треугольника 
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2

xy

xayaxyaa

+

-+-³+-=-

 что и требовалось доказать.

Лемма 2. Пусть X,Y – компактные множества в Rn, F:X(Y( R – непрерывная функция. Если множество X выпукло и при любом фиксированном y(Y функция F((,y):X( R выпукла, то функция 
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 тоже выпукла.

Доказательство. Пусть x1 и x2 – две произвольные точки, y1​ реализует минимум F(x1,y), а y2 – точка максимума функции F(x2,y). Тогда 


[image: image114.wmf]1211221121

121212

1

()()(,)(,)(,)(,)

2(,)2min(,)2(),

222

yY

gxgxFxyFxyFxyFxy

xxxxxx

FyFyg

Î

+=+³+³

+++

³³=


что и доказывает лемму.

Определение. Пусть x(Rn – точка X(Rn – компактное множество. Расстояние d(x,X) от точки x до множества X определяется условием 
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Лемма 3. Для любого компактного множества X(Rn функция d((,X): Rn( R выпукла.

Доказательство следует из лемм 1 и 2.

Определение. Точка x называется неподвижной точкой многозначного отображения F:X(2X, если x(F(X).

Теорема (Какутани, 1941 г). Пусть X(Rn – непустое компактное выпуклое множество, а F:X(2X  – многозначное отображение, удовлетворяющее условиям:

А) для любой точки x(X множество F(x) не пусто, выпукло и компактно;

Б) отображение F замкнуто.

Тогда Отображение F имеет неподвижную точку.

Доказательство. Рассмотрим функцию g:X(X(R, определенную условием g(x1,x2)=d((x1,x2),{(x,y)(X(X : y(F(x)}). Функция g выпукла и равенство 
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 имеет место тогда и только тогда, когда y( F(x).

Пусть t – произвольное положительное число. Рассмотрим функцию 
gt(x,y)= g(x,y)+t(y(2. При любом фиксированном x функция gt(x,():X(R строго выпукла, поэтому условие 
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корректно определяет функцию mt X(X. В силу леммы о замкнутом графике эта функция непрерывна. В силу теоремы Брауэра существует точка xt, для которой xt=mt(xt) или, что то же самое 
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В силу компактности множества X можно так выбрать последовательность положительных чисел tn(0, что соответствующая последовательность 
[image: image119.wmf]n
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 будет сходиться к некоторой точке x*. Для любой точки y имеем 
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 Переходя к пределу, получим g(x*,x*)(g(x*,y), что в силу произвольности y означает, что x* – точка максимума функции g(x*,(), а это равносильно тому, что x*(F(x*).

· Упражнение 2.10 стр 95 у толстого Мулена.
Теорема Тарского

Alfred Tarski (1902–1983) – польский математик с 1939 г. работавший в США.
Определение. Частично упорядоченным множеством называется множество, на котором определено бинарное отношение 
[image: image121.wmf]xy
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, удовлетворяющее для всех x,y,z следующим условиям:

1. 
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 (рефлексивность);

2. если 
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 и 
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, то x=y (антисимметричность);

3. если 
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 и 
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, то 
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 (транзитивность).

Определение. Верхней гранью подмножества A частично упорядоченного множества X называется такой элемент x(X, что 
[image: image128.wmf]ax
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 для всех a(A.
Определение. Нижней гранью подмножества A частично упорядоченного множества X называется такой элемент x(X, что 
[image: image129.wmf]xa
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 для всех a(A.
Определение. Точной верхней гранью подмножества A частично упорядоченного множества X называется такая верхняя грань x этого множества, что 
[image: image130.wmf]xy

p

 для любой другой верхней грани y множества A.
Определение. Точной нижней гранью подмножества A частично упорядоченного множества X называется такая верхняя грань x этого множества, что 
[image: image131.wmf]yx
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 для любой другой верхней грани y множества A.

Определение. Решеткой называется частично упорядоченное множество, в котором любое множество из двух элементов имеет точную верхнюю и точную нижнюю грани.

Пример. Множество рациональных чисел 
[image: image132.wmf]¤

 с отношением ( является решеткой.
Пример. Множество действительных чисел 
[image: image133.wmf]¡

 с отношением ( является решеткой.

Пример. Семейство всех подмножеств данного множества Y с отношением включения является решеткой.

Пример. Множество натуральных чисел 
[image: image134.wmf]¥

 с отношением делимости является решеткой.
Определение. Решетка называется полной, если в ней всякое непустое подмножество имеет точную верхнюю и точную нижнюю грани.

Пример. В рассмотренных выше примерах решеток, только решетка 
[image: image135.wmf]¤

 не является полной.
Определение. Пусть X и Y – частично упорядоченные множества. Функция 
[image: image136.wmf]:
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Теорема (Тарский, 1942
 г.)  Пусть X – полная решетка, а 
[image: image139.wmf]:
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 – изотонное отображение. Тогда существует x(X, для которого f(x)=x.
Доказательство. Пусть y – точная нижняя грань всего множества X. Тогда 
[image: image140.wmf]()

yfy

p

. Поэтому множество 
[image: image141.wmf]{
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 не пусто. Пусть x – точная верхняя грань множества Z.

Для любого z(Z имеем 
[image: image142.wmf]zx

p

, а значит в силу изотонности f и 
[image: image143.wmf]()()
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. Следовательно, в силу транзитивности 
[image: image144.wmf]()
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. Поскольку z произвольный элемент, это означает, что f(x) – верхняя грань множества Z. Но x – точная верхняя грань того множества, поэтому 
[image: image145.wmf]()
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.
Отсюда, в силу изотонности следует, что 
[image: image146.wmf]()(())
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p

. Значит, f(x) принадлежит Z. Но x – верхняя грань множества Z, поэтому 
[image: image147.wmf]()
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.

Сравнивая неравенства, полученные в двух предыдущих абзацах, получим в силу антисимметричности f(x)=x, что и требовалось доказать.
Задачи

1. Если 
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2. Приведите пример, когда неравенство в предыдущей задаче строгое.

3. Если 
[image: image150.wmf]Argmin()
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, то 
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4. 
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5. 
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6. 
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7. Если (f(x,y)–g(x,y)(<L для любого x(X и любого y(Y, то 
[image: image155.wmf]maxmin(,)maxmin(,)
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8. {M.1972}Даны два набора чисел 
[image: image156.wmf]1
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. Расположим числа ak в возрастающем порядке, а числа bk – в убывающем порядке. Получатся наборы 
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9. (Ленинградская олимпиада, 1991 г.) Даны неотрицательные числа a,b,c и d. Докажите неравенство max{a2–b, b2–c, c2–d, d2–a}≥ max{a2–a, b2–b, c2–c, d2–a}.

10. {Студенческие2, стр. 37} Для конечных наборов положительных чисел 
[image: image161.wmf]1
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. Докажите неравенство (a,b)2((a,a)(b,b).
11. Верно ли, что если f(x)<g(x) для любого x(X, то 
[image: image164.wmf]sup()sup()
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12. Можно ли в утверждении теоремы Брауэра отказаться от условия выпуклости?
13. Можно ли в утверждении теоремы Брауэра отказаться от условия компактности?
14. Можно ли круг с двумя дырками непрерывно и взаимно однозначно отобразить на себя без неподвижных точек?
15. Докажите, что круг не гомеоморфен листу Мёбиуса.

16. Функция f отображает отрезок [a,b] в себя и не убывает. Докажите, что она имеет неподвижную точку.

17. Функция f задана условием 
[image: image165.wmf],
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 Задайте ее одной формулой, используя арифметические операции и операцию взятия абсолютной величины числа.
18. Верна ли лемма о замкнутом графике без предположения о компактности множества Y? А без предположения о компактности множества X?

19. Пусть X – топологическое пространство. Покажите, что функция 
[image: image166.wmf]:
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 непрерывна тогда и только тогда, когда выполнены следующие два условия:
а) график функции f замкнут;

б) для каждой точки x существуют ее окрестность U и число M такие, что 
[image: image167.wmf]1
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 для любой точки y(U.
20. (Задача М848 из «Задачника «Кванта»») а) Постройте график функции 
[image: image168.wmf]0
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б) Кусочнолинейные функции f1, f2, f3 заданы условиями 
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 Запишите формулы для них в виде 
[image: image172.wmf]11
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, где k, b, ci, ai – некоторые числа, m – количество точек излома графика (ai – абсциссы точек излома, i=1,2,…,m).
в) Запишите в таком же виде функцию f0 из пункта а).

г) Некоторая функция является композицией линейных функций, «модуля» и операции сложения, причем знак модуля использован в ее записи n раз (в примере а) n=4). Какое наибольшее число изломов (при каждом n) может иметь ее график?
21. (Всероссийская олимпиада, 2005 г.) Какое наибольшее конечное число корней может иметь уравнение 
[image: image173.wmf]150150
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, где a1,a2,…,a50,b1,b2,…,b50 – различные числа?

22. (Окружной этап всероссийской олимпиады, 1999). Существуют ли действительные числа a,b,c такие, что при всех действительных x и y выполняется неравенство 
[image: image174.wmf]xaxybycxxyy

++++++>+++

?
23. Пусть 
[image: image175.wmf]:
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 и 
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 – монотонные функции, 
[image: image177.wmf]X
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 такое множество, что f(x)=g(x) для всех x(X, а Y=f(X). Докажите, что если для любых x<y  из 
[image: image178.wmf]¡

 найдется z, для которого x<f(z)<y, то f(x)=g(x) для всех x.
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